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ОБЩИЙ МНОГОГРАННИК РАЗМЕЩЕНИЙ: ПОДСЧЕТ ВЕРШИН 

 

В статье исследуется многогранник евклидовых комбинаторных размещений, в 

частности, подсчитывается количество вершин общего многогранника размещений. 

Полученные свойства могут быть использованы для решения комбинаторных задач.  

 

Ключевые слова: размещения, многогранники комбинаторных множеств,  евклидовая 

комбинаторная оптимизация. 

 

Введение 

Исследование задач в евклидовой комбинаторной оптимизации проводится в двух 

аспектах (см., например, [1-10]): исследование допустимых областей и изучение свойств 

оптимизируемых функций, заданных на комбинаторных множествах [2, 3, 11]. Первый 

аспект предполагает исследование, в том числе, выпуклой оболочки евклидовых 

комбинаторных множеств – так называемых комбинаторных многогранников, в частности, 

общего многогранника размещений [1-6], что объясняется актуальностью исследований, в 

частности, задач на множестве размещений [2-6, 8-10, 12-14]. 

Исследования общего многогранника вершин изложены, в частности, в [2, 3, 9, 45], 

однако не ставилась задача определения количества его вершин. Данная задача решается 

далее в статье. 

 

Постановка и решение задачи подсчета количества вершин общего 

многогранника размещений 

Используется терминология согласно [3]. 

Рассмотрим общее множество размещений )(GEk

n
, общий многогранник размещений 

)(Gk

n , где мультимножество }...,,{ 1 ggG ; считаем, что gg ...1
; основа G  – это 

)...,,()( 1 neeGS , где nee ...1 ; первичная спецификация G  обозначена так: 

)...,,(][ 1 nG . 

Как известно [2, 3], )(Gk

n  выражается формулой:  
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Перепишем эту систему в эквивалентном виде: 
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Как известно [2, 3], вершиной )(}...,,{ 1 Gvertxxx k

nk
 является точка, у которой 

координаты – это элементы из G : 
1g , …, 

sg , 
1rg , 

2rg , …, g , где krs ; 

}...,,2,1,0{, 0 kJrs k
, и только они, стоящие в любом порядке в x .  

Таким образом, одной из вершин является точка )...,,,,...,,,( 2121

0 ggggggg rrs
, 

а другие получаются перестановкой этих элементов или выбором другого 0

kJs , а значит и 

skr . 

Количество 
sL  перестановок из элементов 0g  можно определить при 

1rs gg  по 

формуле: 

 

!...!!!...!!

!

2121 kkk

k
Ls

, 

 

(1) 

 

где параметр  определяется так: 

 
egs

; (2) 

 

а константы kk ...,,1
 задаются следующим образом: 

 

11k ; 
22k ; …; 

11k ; 
1

1i

i

Lk ; Lksk ; 

 

(3) 

 

при 0s  и 0k ; параметр  в (1) определяется так: 

 
eg r 1

, (4) 

 

а константы ...,,, 21
 задаются следующим образом: 

 

n1
; 

12 n
; …; 

21 n
; 

1

1

1

i

in

Rk ; Rkr ; 

 

(5) 

 

при 0r  и 0 . 

В случае egg rs 1
 количество 

sL  перестановок из элементов можно определить 

согласно формуле: 

 

!!...!!...!

!

1111 kk

k
Ls

, 

 

 

 

где параметры , , 
11 ...,, kk , 

11 ...,,  определяются в (2)-(5) как и для формулы (1), а 

k . 

Учтем, что есть повторяющиеся выборки при разных s  (и r ), т. е. случаи, в частности, 

когда 
1rs gg . 

Если при 0

1 kJs  и 0

2 kJs  ( ii skr , 2,1i ), 
21 ss  имеем 

121 rs gg  или 

112 rs gg , тогда в первом случае получаем 

 )...,,,...,,( 11 11
gggg rs  )...,,,...,,( 11 22

gggg rs .  
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Если 
kJs , выполняются соотношения (2)-(5), а skr  (при 0s ; 0sk ), что при 

этом )( eee , то при разных 0

kJs  существуют одинаковые выборки. Это может быть и 

в случае существования e  такого, что  

 
...,,,,,...,,( 2111

0

rrss gggggg
 

)g , 

 

 

а eg s
 или eg r 1

. При подсчете вершин надо эти выборки отследить и взять только 

раз. 

В этих ситуациях, как не трудно видеть, между ,  и k  имеет место соотношение: 

k . Поэтому e  может (в зависимости от s , r , ) выступать в качестве  

 
}{ sg ; },{ 1ss gg ; …; }...,,{ 1gg s  

 

 

и  

 
}{ 1rg ; },{ 21 rr gg ; …; }...,,{ 1 gg r

. 

 

 

Рассмотрим Lks ; Rkr ; а из skr , имеем Rksk ; или Rkks . 

Из этих s  выбираем одно образование соответствующей вершины 0g  для подсчета 

количества 
sL  перестановок из элементов 0g , RL kkk . 

Т. е., если обозначить },1...,,1,{))(( RRLLk

n kkkkkkGES , то 
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(6) 

 

где  

 

.0|))((|,0

;0|))((|,1
)(

GES

GES
S

k

n

k

n
 

 

 

Заметим, что при условии ))(( GESs k

n
 имеем 

1rs gg , 0s ; 0r  в k -

размещении-вершине. 

Замечание. Не трудно видеть, что параметр  можно вычислять так: )(k , 

при этом 
nJ : 0 ; если 

nJ  0 , то 0)(S  в (6). 

Пример 1. }3,2,2,1,1,1{G , 3k , )3,2,1()(GS , )1,2,3(][G . Рассмотрим 

варианты 0

ig , меняя s . Подсчитаем sL  и L . 

Отметим, что )( i

i k  такое, что 1i ,  
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31 ; 01 ; ri ;  

2r ; 12 ; 3i ;  

13 ; 23 ;  

т. е. 0)(S . 

Пусть 0s ; 3r ; размещения-вершины – это:  

)3,2,2( , )2,3,2( , )2,2,3( . 11
; 2132

.  

3
!2!1

!3

!!

!

21

0

k
L . 

Пусть 1s ; 2r ; вершины общего многогранника размещений это:  

)3,2,1( , )2,3,1( , )3,1,2( , )1,3,2( , )2,1,3( , )1,2,3( .  

Если 1s ; то  

11k ; 2r  11
; 1122

.  

6
!1!1!1

!3
1L . 

Пусть 2s ; 1r . Имеем вершины )3,1,1( , )1,3,1( , )1,1,3(   

и параметры 21k ; 11
; 3

!1!2

!3
2L . 

Пусть 3s ; 0r . Есть только одна вершина:  

 
)1,1,1( ; 31k ; 1

!3

!3

!

!

1

3
k

k
L . 

 

 

Тогда 131363|)(| 3

36 GEconvvertL . 

Пример 2. }3,2,2,2,1{G ; 4k . Образуем для разных s  вершину 0g , подсчитаем 

sL . 

Пусть 0s ; 4r , 0)3,2,2,2( g ; 11
; 32

; 4
!1!3

!
0

k
L . 

Пусть 1s ; 3r . Тогда: 

 11k ; 11
; 22

; )3,2,2,1(0g ;  

1234
!2!1!1

!4
1L . 

Если 2s ; 2r , то получаем ту же, что и при 1s  вершину )3,2,2,1(0g . 11k ; 

12k ; 11
; 12

; ( 242 gg ), следовательно:  

21122k ;  

12
!2!1!1

!4
2L .  

Тут можно считать и так: 2354k . 

Пусть 3s ; 1r . Снова )3,2,2,1(0g , имеем: 

11k ; 22k ; 11
; 

12
!2

!4
3L . 
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Если 4s ; 0r , то )2,2,2,1(0g , а 11k ; 32k ; 4
!3

!4
4L . Имеем 1Lk ; 1Rk  

3Rkk , т. е. }3,2,1{))(( 3

35 GES . 

Отметим: )1;3;1(),,(][ 321G , )( i

i k , 1i , 01541 ; 2i ; 

23542 ; 3i ; 01543 , значит 2 . 

Таким образом, согласно (6) 201244)( 40 LLLL , где 
40 LL  – это первая 

сумма в (6) (по условию }3,2,1{))(( 3

35 GESs ), а 
321 LLLL . 

Пример 3. }3,2,2,1{G ; 3k ; 4 ; )3,2,1()(GS ; )1,2,1(][G . Найдем L . 

2 ; k ; 324 . 

Имеем 2e , при 0s  
21 rr gge , этот случай не дает 

sL . 

При 1s  имеем 21rge . 

При 2s  получаем 2sge . 

При 3s  
1ss gge , этот случай не дает 

sL . 

Имеем 1243k ; }2,1{))(( 3

3,4 GES . 

Получаем вершины: 

0s ; )3,2,2(0g ; 3r . 

1s ; )3,2,1(0g ; 1r . 

2s ; )3,2,1(0g ; 2r . 

3s ; )2,2,1(0g ; 0r . 

Таким образом, при 0s  30L ; при 1s  61L ; 2s  62L  (но это количество 

исключаем этот случай не дает 
21 LLLs
.); 33L ; 12633)( 130 LLLL . 

Другая форма формулы для количества вершин может быть получена так. 

Согласно критерия вершины ОМР [2, 3] вершина имеет координаты 

1121 ...,,,,...,,, rs gggggg , где ksr , 0, kJrs . Рассмотрим мультимножества 

}...,,{ 1

,

n

rs ggGG ; 
ngg ...1
, элементы которых могут образовывать некоторую 

вершину:  

},...,,,,...,,,{ 12121

, gggggggG rrs

rs , 0, kJrs ; ksr .  

Основу rsG ,  обозначим )...,,,()( 21

,

rrnrr

rs eeeGS . Первичную спецификацию 

обозначим: )...,,,(][ 21

,

rrnrr

rsG . 

Перестановки элементов rsG ,  образуют вершины, количество перестановок в общем 

множестве перестановок )( ,

,

rs

nk GE
r

 вычисляется, как известно, по формуле: 

 

!...!!

!
|)(|

21

,

,

r

r

rnrr

rs

nk

k
GE . 

 

(7) 

 

Остается найти сумму по всем r  выражений (7), учтя, что если nJ  такое, что в G  

)(GSe  кратностью k , то некоторые из rsG ,  будут одинаковые. Таким образом,  

 k

r rnrr

k

n

rsGrsG
r

k
Gvert

1,1,
0 21 !...!!

!
|)(| , 
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то есть суммирование ведется по разным rsG ,  0, kJrs , ksr . 

 

Заключение 

В статье рассмотрен подсчет количества вершин в общем многограннике размещений – 

выпуклой оболочке множества размещений, образованных из мультимножества, каждый 

элемент основы которого имеет в мультимножестве свою кратность повторений. 

Приведены примеры определения количества вершин общего множества размещений. 

Результаты могут быть полезны для разработки методов оптимизации на размещениях. 

В дальнейшем целесообразно изучить структуру этого многогранника и провести их 

типизацию, выявив все возможные комбинаторные типы. 
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Анотація          

 

О. О. Ємець, Ол-ра О. Ємець 

Загальний многогранник розміщень: підрахунок вершин 

У статті досліджується многогранник евклідових комбінаторних розміщень, зокрема, 

підраховується кількість вершин загального многогранника розміщень. Отримані 

властивості можуть бути використані для розв’язування комбінаторних задач. 

Ключові слова: розміщення, многогранники комбінаторних множин, евклідова 

комбінаторна оптимізація. 

 

Summary 

 

O.O. Iemets, O. O. Yemets` 

 

The general polyhedron of arrangements: counting of vertices 

 

It is investigated the polyhedron of Euclidean combinatorial arrangements, in particular, it is 

calculated the number of vertices of the general polyhedron of arrangements, in the article. These 

properties can be used to solve combinatorial problems. 

 

Keywords: arrangements, polyhedrons of combinatorial sets, Euclidean combinatorial 

optimization. 
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